2.2 Analiza asimptotica a integralelor cu o singularitate slaba

Vom studia comportarea asimptotica a integralelor de tipul

J(g)zjilf(z',g)dz', a>0, O<e<<1 (2.2.1)

0

in domeniul valorilor mici ale parametrului ¢. Limita de sus a integralei poate fi si
infinitd. Functia de sub integrald f(r,&) pentru £=0 se transforma in infinit pentru

r—0 si in plus, integrala (2.2.1) pentru valori nule ale parametrului nu existi. In asa
mod, pentru clasa studiata de functii f(z,&) de sub semnul integralei (2.2.1)

J(&)>>1, pentru 0O<eg<<l1. (2.2.2)

Asa integrale sunt numite integrale cu singularitate slaba.
Analiza efectuatd in continuare are drept scop studierea comportdrii asimptotice a
functiei J(s) Tn domeniul 0<e&<<1.

Forma generala a descompunerii asimptotice a functiei J(¢) se prezinta sub forma
(&)= Y o.(e), k>0, 0<e<<l, (2.2.3)
r=-k

unde lim ¢, (¢) = pentru r<o0, lim ¢, (£) =0 pentru r>0 si ¢,(¢)=C,, unde
C,— constanta finita, iar im (¢,.1()/ ¢, ())=0 pentru toate valorile indicelui r.

In continuare pentru a construi descompunerile asimptoticene ne limitim numai la
obtinerea partii singulare si constantei C, in descompunerea asimptotica (2.2.3), dat
fiind ca aportul terminilor ¢, (¢) cu r>0 1n valoarea functieci J(¢) este neglijabil de
mic pentru & —0. In aceste aproximatii reprezentarea asimptotici pentru J(¢) poate fi
scrisa sub forma:

JEe) o (&) +@ . (e)++p (e)+C,, O0<e<<l. (2.2.4)

Procedeul general de obtinere a formei explicite a functiei ¢, () (r<0) in (2.2.4)
poate fi descris in felul urmator. Pentru functia de sub integrala f(zr,&) construim
reprezentarea asimptotica in vecindtatea punctului z=0.

f(r,e)= T (r,8)+--+ f (r,¢)+ f,(r,6) + R(r,¢), O0<e<<1l,0<7<<1, (2.2.5)
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in asa mod ca integralele j f (r,e)dr (r=-k,—k +1,---,0) sd poatd fi exprimate sub forma
0

unei functii analitice, s1 in acelasi timp fiind satisfacute conditiile reprezentarii
asimptotice lim (f,,,(z.€)/ f,(r.£))=0. R(z,&) este o marime infinit mica in raport cu

r+1
variabila z, deci lim R(z, ) =0 si in acelasi timp ‘Iirr(l) f (0, 8)‘200 pentru toate valorile

indicelui r =-1,-2,---,—k.
Mentionam un caz particular dar important al dependentei (2.2.4).

cC, C
J(e) ==+ ‘:jll+---+&+c0, O<e<<l (2.2.6)
AN €

caracteristic pentru functiile care poseda in zero un pol de ordinul k. In legiturd cu
aceasta prezinta interes definirea claselor functiilor de sub semnul integralei f(z,&)1n

(2.2.1), care duc la dependenta J(¢) de tipul (2.2.6) asemenea conditiilor binecunoscute
din cursurile de analiza matematica, care fiind satisfacute de functia f(r) transforma

J(&) Tntr-o functie analitica a parametrului ¢, deci J(¢)=>c.“.
k=0

Calcule concrete ale reprezentarilor asimptotice (2.2.4) pentru J(¢) vom efectua
pentru clasa de functii de sub semnul integralei de tipul

f(r,8) = u(r,€)9(r,€), (2.2.7)

unde u(r,¢) este o functie cu singularitate =0, Th punctul £=0 (

lim x(z,0) | = ooj ,

70

dar g(z,e) este o functie fira singularitate in zero pentru valoarea parametrului £=0. In
aplicatii practice functiile u(r,¢) apartin clasei de functii de tipul

1 1
o (Y
si combinatiile lor. Particularitatile calculelor vor deveni clare din exemplele studiate in
continuare, care cuprind dependentele u(z,e) (2.2.8).

Exemplul 2.2.1. Vom obtine reprezentarea asimptotica (2.2.4) pentru integralele de

tipul

(@>05) (2.2.8)

J(g):j-%df, p(0)#0, 0<e<<l. (2.2.9)
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Tnacestcaz u(r,&)=1/(r+¢), iar functia ¢(r) o prezentim sub forma

9(7) = ¢(0) + (p(7) = (0)) = p(0) + 9. (z),  ¢1(7) =(2) = 9(0), ,(0)=0. (2.2.10)

Tinind cont de (2.2.10) obtinem asimptotica pentru J(e).

J(g):g0(0)|n1+CO, O<e<<l, C, :Iim{l[qol—(r)dr+go(0)ln(l+g)}:i¢l—(r)dr¢w (2.2.11)
& G T+E 0 7T

Mentiondm, cd in procesul deducerii reprezentarii (2.2.11) am utilizat numai
conditia ¢(0)=0, iar termenul principal al asimptoticei este determinat numai de

valoarea ¢(0). Asa dar, pentru toate functiile ¢(z), care in zero au aceleasi valori si
pentru care J(¢) existd, comportarea asimptoticd a functiei J(¢) In aproximatia
termenului principal din descompunerea asimptotica (2.2.11) este una si aceeasi.

Exemplul 2.2.2. Pentru a determina influenta cresterii gradului de singularitate a
functiei de sub semnul integralei asupra comportarii asimptotice a functiei J(g)
cercetam asimptotica integralelor de tipul

J(e) = f “’() _dz, @(0)%0, 0<s<<l. (2.2.12)

0

Cu conventia existentei derivatei de ordinul unu a functiei ¢(z) finitd in zero
reprezentam aceastd functie sub forma echivalenta o(7) = o(7) — p(0) — ' (0)7 +
+9(0) + ¢'(0)7 = (0) + ¢'(0)z +A¢>1(T), ¢ (r) = p(2) —p(0) - ¢'(0)z, avind ¢ (0)=0 si
@,(0)=0 dupa constructie. Inlocuind aceastd reprezentare a lui ¢(r) In (2.2.12), si
tinind cont de valorile integralelor (din tabeld),

dr | 1+¢ &
> =In -1+—.
(r+¢) g l+¢

'1[ dr 1+g’j( dr 1
0 0

O ey

T+e r+5) e lte

obtinem urmadtoarea reprezentare asimptoticd de tipul (2.2.4) pentru partea singulara a
descompunerii J(¢) :

J(s)=(p(0)%+(p’(0)ln%+co, 0<e<<l, CO=—¢)(O)—(p'(O)+j.¢1T—(2T)dT. (2.2.13)
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Analogic pot fi obtinute reprezentarile asimptotice pentru J(g) si pentru exponenti
mai mari ai puterilor numitorului in (2.2.12).

Exemplul 2.2.3. Vom analiza comportarea asimptotica a integralelor de tipul

J(e) = j 20 4r. p(0)#0, 0<e<<l. (2.2.14)

\/T +&?

Reprezentam ¢(zr) sub forma echivalentd ¢(z) = ¢(0) + (¢(z) — 9(0)) = 9(0) + ¢, (7),
¢, (t)=p(r) - 9(0), (@,(0)=0 dupa constructie). Inlocuind aceasti reprezentare pentru

I In1+\/1+82
ovVri+g? 2

o(r) in (2.2.14) si utilizind valoarea tabulara a integralei

obtinem urmatoarea expresie pentru partea singulara a descompunerii asimptotice J(¢) :
~ 1 ¢’1( )
J(&) =p(0)IN=+C,, C,=p(0) |n2+j 2dr, 0<e<<l. (2.2.15)
£

Exemplul 2.2.4. Vom obtine reprezentarea asimptotica pentru clasa de integrale

J(e) = j ¢if) dr, @(0)#0, O0<g<<l, (2.2.16)

cu conventia ca functia ¢(t) poseda o derivata finita in zero. Reprezentam ¢(t) Tn forma
echivalenta ¢(z) =(0) + ¢'(0)z + ¢,(z) unde ¢, () =p(r) — ¢(0) — ¢'(0)r si dupa constructie
9,(0)=0. Inlocuim aceastd reprezentare pentru ¢(z) in (2.2.16) si utilizim valorile

1 1
[ drzzlarctgi, [ ;dT E 118 , cit si asimptotica

integralelor din tabela 5
0T +e& & e wri+e? 2

functiei arctglz% pentru  O<e<<1. In rezultat pentru partea singulari a
&

descompunerii functiei J(&) (2.2.16) pentru 0< & <<1 obtinem:

1
J(s)z”pz—(o)+¢'(0)|n1+co, Co=-9@+[247, 0<ecet. (2.2.17)
£ £ 0 T
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in cazul, cind si functia o(z) din exemplul 2.2.1 —2.2.4 posedi in punctul zero
singularitati, studierea comportarii asimptotice a functiei J(¢) cere aplicarea unor
procedee mai speciale. Sa cercetam un aga exemplu.

Exemplul 2.2.5. Vom studia comportarea asimptotica a clasei de integrale

J(g):j")(f)'”fdf, »(0) =0, O<g<<l. (2.2.18)
o Tte

Reprezentam functia ¢(zr) ca in exemplul (2.2.1) sub forma echivalenta,

¢(7)=p(0) + ,(z) unde ¢, (z)=¢(z)-p(0) si, prin constructie ¢, (0)=0.
Transcrim cu aceste transformari functia J(e):

I(e) = (0)j IanZ'+J (e), J.(e)= jg”l(r)'”r . £>0. (2.2.19)

T+¢

Dat fiind cd ¢,(0)=0, Ijrrg) J,()=3,(0) st J,(0) este functia finitd, studierea

comportarii asimptotice J(¢) pentru O<e<<1 se reduce la analiza asimptotica a
integralei

J () J-|n2'd2'

Tn Integrala J,(¢) efectuam schimbul de variabile z=¢t

pentru 0<e<<1.

1/ ¢ 1/¢ 1/¢
3 ()_j"‘—“'tdt_—| 1 d+t1 tln—+t1dt (2.2.20)

Valoarea primei integrale din partea dreaptda a expresiei (2.2.20) este nite.

&
Tn integrala a doua functia de sub integrald o reprezentim sub forma comodi pentru

integrare, separind sub forma explicitd comportarea ei asimptotica pentru t >>1:

Int :In(t+1)+(pl(t)’ ¢l(t)zlnt—ln(t+1)

= bl (2.2.21)
t+1 t+1 t+1
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Tnlocuind (2.2.21) in (2.2.20) si tinind cont de valoarea integralei
int+Ddt 1 n? l+e

, obtinem descompunerea asimptotica a partii singulare a functiei

, t+1 2
J, () prin (2.2.20)

B@x-tm2 gy 3, =[2%, 0<e<a (2.2.22)
2 ¢ o T+1

si a integralei initiale J(¢) din (2.2.18)
J(&) z—%qp(O) In? l+c0, C, =9(0)J,, +J,(0), O0<e<<l. (2.2.23)
&

Mentionam, ca valoarea J, este finita, dat fiin ca ¢, (t)/(t +1) ~-1/t* pentru t >>1.

Aplicind acest procedeu, pot fi cercetate expresiile asimptotice ale integralelor
studiate Tn exemplele 2.2.1 — 2.2.4. Din cauza univocitatii descompunerilor asimptotice
rezultatele Tn ambele cazuri vor coincide.
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