3.2. Vibratiile proprii libere ale unei coarde incarcate

Problema vibratiilor proprii libere ale unei coarde apartine multimii problemelor
clasice ale fizicii matematice. Solutia ei poate fi gasitd Tn mai multe manuale de fizica
matematicd. O analiza strictd matematica a acestei probleme si studierea diferitor
aspecte ale problemei vibratiilor libere ale sistemului cu parametrii distribuiti poate fi
gasita 1n lucrarea fundamentala [7].

Pentru aplicarile practice este foarte important de determinat influienta diferitor
parametri ai sistemului oscilator asupra comportarii frecventei oscilatiilor vibratiilor
libere ale acestui sistem.

Problema vibratiilor libere armonice ale coardei incarcate prezintd cel mai simplu
model al unor asa tipuri de modele oscilante. Aceastd problema poate fi rezolvatd in
mod analitic, ce permite de formulat legitdtile generale ale comportarii frecventelor
vibratiilor libere la varierea parametrilor sistemului. La rezolvarea acestor probleme
poate fi aplicatda si metoda asimptotica, care permite evaluarea exactitdfii solutiilor in
asa mod.

In continuare este descrisd atit solutia analiticd a problemei vibratiilor armonice,
cit s1 analiza e1 asimptotica.

Formularea matematica a problemei. Vom examina o coarda de lungimea | din
material cu densitatea p. Fie ca coarda are sectiunea transversalda S constantd pe toata
lungimea | si este intinsa cu forta T. Convenim ca capetele coardei sunt fixate. Alegem
axa x-lor dea lungul coardei intinse cu originea in capatul din stinga. Admitem ca
coarda se afld intr-0 stare de repaos. In acest sistem de coordonate capetele coardei au
coordonatele x=0 si x=I. Fie cd incarcatura m este fixatd in punctul coardei cu
coordonata x=c, 1n asa fel cd 0<c<I. Notam prin w(x,t) depla-sarea transversala a
coardei in timpul vibratiilor libere. Aceasta marime satisface ecuatia hiperbolica in
derivate partiale de ordinul doi:

*w(x,1)

o*w(x,1)
2 ot

TZ 2 5S(x
ax PS(X)

(3.2.1)
In punctele fixate ale coardei deplasarea capetelor in procesul de vibratii este zero:

w(0,t)=0 , w(l,t) =0. (3.2.2)

Ecuatia oscilatiilor libere (3.2.1) ramine valabila si in cazul coardei cu densitatea
o(X) si sectiunea transversala S(x) variabile dea lungul coardei. In cazul studiat

prezenta masei m Tn punctul x =c al coardei poate fi evidentiata introducind functia

p(X)S = pS +ms(x—c), (3.2.3)
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unde &(x) este functia delta a lui Dirac. (5(x) =0 pentru x =0, Té(x)dx =1).

Asa dar, vibratiile libere ale coardei in intervalele 0<x<c si ¢ <x<| sunt descrise
de ecuatia (3.2.1) cu coeficientii T,p,S constanti, iar in punctul plasarii masei
m deplasarile transversale ale coardei satisfac asa numitele conditii conjugate.

Prima din aceste conditii reflecta faptul de integritate (continuitate) a coardei si
matematic este reprezentata de conditia w (c,t)=w'(c,t), unde indicii + noteaza

valorile limita de incovoire: w*(c,t) = Ilrrg w(ctet), €>0.

Pentru a evidentia a doua conditie de conjugare, vom integra ambele parfi ale
ecuatiei (3.2.1) dupa variabila x 1n intervalul (c—&,c+&). Tinind cont de definitia
(3.2.3) si proprietatile ¢ -functiei obtinem:

_ ct+e A2 2
T[@W(C+8,t) _ow(e g,t)j _ 5 0 W(;(,t) dx+ma W(;:,t) .
OX OX ot ot

C—¢

Trecind la limitd in ambele parti ale identitatii obtinute dupa ¢ cind ¢ —0, obtinem
conditia de conjugare solicitata:

T(‘W Ct) ow (c,t)] _ 2w (3.2.4)
OX OX ot

care are un sens fizic evident. Relatia (3.2.4) reprezintd o formd a legii a doua a lui
Newton pentru miscarea incarcaturii m, provocata de actiunea fortelor de clasticitate si
tensiunea coardei. Proiectia acestor forte pe directia deplasarii coardei se contine in
partea stinga a expresiei (3.2.4).

Asa dar, conditiile conjugate ale deplasarii w(x,t) Tn punctul x=c pot fi scrise sub
forma:

(3.2.5)

W =w ), T oW’ (c,t)  ow (c,t) :mézw(c,t)
' Y X ox a?

Dat fiind ca coeficientii ecuatiei (3.2.1) p,S,T sunt marimi constante in intervalele

O<x<c si c<x<I| este comod de cautat solutiile acestor ecuatii separat in fiecare din
aceste intervale. Vom nota prin w™(x,t) solutia ecuatiei date in intervalul 0<x<c, iar in

intervalul c<x<Il — prin w*(x,t). Conditia ca capetele coardei sunt fixate cu aceste
notatii capata forma w~(0,t) =0, w"(I,t)=0.

In cazul vibratiilor armonice libere dependenta deplasirilor transversale ale
coardei de timp poate fi scrisa sub forma:

w(x,t) =w°(x)e'™, (3.2.6)
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unde w’(x) este amplitudinea deplasarii, Q — frecventa vibratiilor libere ale coardei (in
continuare vom omite indicele ,,0” al functiei w’(x)).

Tnlocuind deplasarea w(x,t) din (3.2.6) in ecuatia vibratiilor libere, conditiile la
limita si de conjugare obtinem problema la limitd in raport cu amplitudinea functiei
w(X) :

Tw,, (X) =—pSQ*w (x), 0O<x<c; Tw, (X) =—pSQ*wW*(x), c<x<lI,
w (0)=0, w(c)=w"(c), T(W;(c)—wx‘(c)):—mﬂzw(c), w () =0, (3.2.7)

Ecuatiile diferentiale, conditiile la limitd si conditiile de conjugare (3.2.7) formeaza un
sistem inchis de relatii pentru obtinerea frecventelor proprii si formele corespunzatoare
ale vibratiilor libere pentru coarda incarcata. De rind cu relatia (3.2.7) vom mai scrie
formularea echivalenta pentru aceeasi problema in forma variationala:

0.5T|ijzdx
Q% =min 0 , w(0)=w(l)=0, (3.2.8)

w(Xx) I
0.505 [ w’dx +0.5mw? (c)
0

care va fi in continuare utilizatd in multiple cazuri.

Prin calcule nemijlocite ne putem convinge, ca relatiile (3.2.7) reprezinta con-
ditiile necesare (ecuatia Euler) ale extremumului (&% =0) pentru functia Q° (3.2.8).
Pentru comoditatea efectuarii analizei problemei formulele (3.2.7) si (3.2.8) le scriem in
variabile si parametri fara dimensiuni:

X=X M:pSl,af:%'ZQZ, e=C, y=m (3.2.9)
Remarcam ca parametrul M reprezintd masa coardei.
Pentru problema la limita (3.2.7) obtinem:
W (X) = 0w, (x), 0<x<¢; Wi (X) = @’ wy (x), &<x<1,
w(0)=0, w(&)=w"(), W;(&)-w,(§)=—’w(c), w'(1)=0, (3.2.10)

si principiul variational (3.2.8)
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O.Sijzdx
w*(y) =min ——° ,  w(0)=w(1)=0. (3.2.11)

0.5[ w?dx +0.5w? (c)
0

Frecventele proprii si profilele undelor stationare pentru o coarda incdarcatda. Ne
vom referi la rezolvarea nemijlocita a problemei la limita (3.2.10). Solutia generala a
ecuatiilor diferentiale pentru functiile w(x) Tn intervalul 0<x <& si w'(x) in intervalul

£ < x <1 poate fi cautatd sub forma:

W™ (x) =C; sinax+C, cosax, W' (x)=C, sinw(l-x)+C, cosw(l-x), (3.2.12)
unde C, si C, sunt constante arbitrare. Conditiile la limite w (0)=0 si w"(1)=0
transforma coeficientii C; si C, in zero si obtinem reprezentarile solutiilor w*(x) si
w~(x) sub forma satisfacuta de conditia de fixare a capetelor coardei.

w (x)=C, sinax, w'(x)=C, sinol-X). (3.2.13)

Cerintele de satisfacere a incovoierilor coardei la fel si conditiile conjugatelor
incovoierilor Tn punctul x=¢,

W (£)=w"(&): C/sineox=C/sinol-Xx),

W (&) —w, (&) = -y ’w(c): — a)(c; coso(l-&)+C; cosayf): —y0°C; sinwé, (3.2.14)
conduc la un sistem de doud ecuatii liniare algebrice in raport cu coeficientii
necunoscufi C;” si C, . Conditia de existentd a solutiilor netriviale ale acestui sistem este
egalitatea cu zero a determinantului lui. Aceasta cerinta si serveste drept conditie pentru
determinarea frecventelor proprii ale vibratiilor libere. In cazul dat conditia formulata
capata forma:

sinw& cosw(l— &) +sinw(l— &) coswé — yosinw(l-&)sinwé =0,

care este o consecinta directa din (3.2.14). Ea mai poate fi tramsformata:

COSw(1—2§)=COSa)+iSina). (3.2.15)
@y

Ecuatia (3.2.15) defineste dependenta frecventelor vibratiilor libere ale coardei atit
de pozitia punctului de fixare a incarcaturii &, cit si de raportul y =m/M . In particular

din (3.2.15) urmeaza ca pentru £=0 si £=1 frecventele vibratiilor libere se obtin din
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ecuatia sinw =0 si coincid cu cele ale coardei fara incarcatura. Asa dar, incarcatura care
se afld in punctele fixate ale coardei nu influienfeaza asupra frecventelor vibratiilor
libere (rezultat evident).

Mentionam cad reprezentarea variationald (3.2.11) a problemei vibratiilor libere
permite formularea unei concluzii generale in privinta comportarii frecventelor libere n
cazul variatiei parametrului y fird a rezolva ecuatia transcendenta (3.2.15). Intr-adevir,

derivind ambele parti ale relatiei (3.2.11) dupa parametrul y, obginem:

da)z(7)=_ J; (W) 2 3.2.16
4 " &)<o0, (3.2.16)

1 1
unde J,(w)=0.5[w,’dx>0, J,(w,»)=05[w’dx+m’(£)>0 si, prin urmare, semnul
0 0

egalitatii in (3.2.16) este satisfacut numai pentru w(&) =0.

Din (3.2.16) urmeaza ca indiferent de locul plasarii incarcaturii, cresterea acestei
incarcaturt (pentru w(¢)=0) duce la micsorarea frecventelor vibratiilor libere ale
coardei.

Analiza solutiilor ecuatiei neliniare (3.2.15) se simplifica esential in cazul plasarii
incdrcaturii in mijlocul barei (¢£=05). In acest caz concret ecuatia (3.2.15) capiti
forma:

sin? 2 = 2 sing (3.2.17)
2wy

si, tinind cont de relatia sinw = 23in%cos§ , €a se descompune in doua ecuatii:
sm%=0, (3.2.18)

w§= (3.2.19)

2
e
Ecuatia (3.2.18) determina frecventele proprii @, =2m, (n=12,---). Vibratiile proprii
respective se obtin din expresiile (3.2.13)

wﬁ(%}wﬁ(m):o,

ceea ce denota ca incarcatura ramine nemiscata. Cu aceastd conditie si ecuatia a doua
din (3.2.14) obtinem relatia dintre coeficientii constanti C;” = —C, . Aceasta inseamna ca
vibratiile libere ale unei coarde incarcate cu frecventele o, =2zn au loc lafel ca si
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vibratiile libere ale coardei fard Incarcatura cu aceeasi frecventda si care corespund
vibratiilor w,(x) =C, sin2nzx (0<x<1). Mentionam, ca profilele undelor acestor vibratii
satisfac conditia w,(x)=-w.(1-x), adicd sunt impare in raport cu mijlocul coardei
x=0.5. Pentru cazul particular studiat cind incarcatura este plasata in mijlocul coardei,

problema spectrald la limitd este invariantd in raport cu operatia de reflectie
| :x —>1-x si, prin urmare, frecventele proprii ale vibratiilor libere si profilele undelor

corespunzatoare lor pot fi separate in doua clase: in prima clasa vom include vibratiile
proprii pentru care profilele undelor sunt descrise de functiile w(x) impare fatd de
mijlocul coardei w*(x)=-w*(1-x), iar in a doua — cele pare w*(x)=w*(1-x). Vibratiile
libere ale coardei cu profile impare, dupd cum s-a mentionat deja, sunt efectuate cu
frecventele o =2sn, obtinute din solutia ecuatiilor (3.2.18), si atunci, solutiile ecuatiei
(3.2.19) determina frecventele vibratiilor libere cu profile pare w*(x).

Analiza asimptotici a dependentelor »(y) . In continuare vom studia comportarea
frecventelor vibratiilor libere ale coardei pentru valori asimptotice ale parametrului »
(0<y<<1, y>>1). Dat fiind ca vibratiile cu profiluri impare w*(x) nu depind de
parametrul », in continuare vom analiza numai solutiile ecuatiei (3.2.19). In particular,
pentru y — 0, ce corespunde unei Incarcaturi neglijabil de mica, solutia acestei ecuatii
la limita determina frecventele vibratiilor libere w, = (2n+1)z, n=0,1,2,---, care coincid
cu frecventele vibratiilor libere ale coardei fara incarcaturd, iar profilurile acestor
vibratii sunt descrise de functiile w*(x), pare fatd de x =0.5.

Pentru a obtine dependentele functionale ,(y) vom aplica metodele elaborate n
capitolul unu.

Cazul 0<y<<1. In calitate de aproximatie zero a dependentei w,(y) alegem
o) =(2n+1)x, iar ecuatia (3.2.19) o scriem in forma echivalenta:

7wsin%—2005§:0. (3.2.20)

Aplicind metoda Newton obtinem:

_@n+Drx

: 0<y<<1, (3.2.21)
1+y

o, (7)

in deplina conformitate cu afirmatia (3.2.16).

La aceeasi dependenta w(y) (3.2.21) conduc si calculele efectuate in baza
reprezentdrii variationale a frecventelor vibratiilor libere (3.2.11). Dacd alegem in
calitate de profiluri proprii ale oscilatiilor w;(x)=C, sin(2n+1)zx, care corespund

profilurilor vibratiilor libere ale coardei fara Iincarcaturd, si efectuam calculul
integralelor 1n (3.2.11) cu aceste functii, obtinem dependenta w(y) din (3.2.21).
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Cazul y >>1. Pentru valori asimptotice mari ale parametrului y >>1, partea dreapta

a ecuatiei (3.2.19) tinde spre zero si valorile la limite a frecventelor vibratiilor libere
sunt determinate de solutiile ecuatiei:

tg%zo, y>>1, (3.2.22)

de unde obtinem valorile la limite ale frecventelor pentru y — oo
o) =w,(©)=2m, n=012,-- (3.2.23)

si, prin urmare,
o,(y)~2m, n=012--, y>>1. (3.2.24)

Vom obtine in continuare dependentele w,(y) pentru valori mari ale lui », dar

finite. Vom reesi din valorile la limita ale acestor dependente (mentionate mai sus) si
vom remarca cd valorile la limita ale frecventei fundamentale w,(») este egald cu zero

in conforbitate cu (3.2.24) si, in asa mod, o,(y)<<1 pentru y >>1. Tinind cont de relatia
asimptoticd tgx~x pentru |x <<1 din ecuatia (3.2.19) nemijlocit obtinem dependenta
frecventei fundamentale de parametrul y:

wo(y)z%, y>>1. (3.2.25)

Dependentele asimptotice o, (y) pentru frecventele superioare (n=12,3,---) pot fi

obtinute aplicind metoda Newton si folosind in calitate de aproximatie initialda valorile
la limita ale frecventelor (3.2.23). Din prima iterare in metoda Newton obtinem:

f(w?,
() = f )
fo(@n.7)
0 . 0 a)r? 2 1 - -
Pentru valoarea o;=2zn avem functia f(w;,y)=tg—-——=———, derivata ei
2 wy nmy
1 :
fl(@0y)==+——— si
w( n }/) 2 2n27z_27/ s
O () R 2mA—2, =123, y>>l. (3.2.26)
my
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In rezultatul analizei calitative si asimptotice efectuate in problema vibratiilor
armonice libere ale coardei incarcate facem concluzia ca cu cresterea incarcaturii toate
frecventele vibratiilor proprii descresc monoton. In cazul amplasirii incarcaturii in
mijlocul coardei profilurile vibratiilor libere se clasificd dupa caracterul paritatii, astfel
ca pentru oscilatiile dupa profilurile impare incarcatura ramine in procesul vibratiilor
nemiscata si, prin urmare, frecventele acestor vibratii nu depind de marimea
incarcaturii. Frecventele proprii ale vibratiilor dupa profilurile pare descresc monoton
de la valorile w,(0)=(@2n+1)z (n=0,42,---), pentru y =0, pina la valorile ,(x)=2nx
(n=0,1,2,---) si, prin urmare, varierea tuturor frecventelor la varierea parametrului y de
la valoarea y =0 pinala y =00 au loc in intervalul

Ao, =0,0)-o,(©)=72, n=012---. (3.2.27)

Caracterul comportarii dependentelor w,(y) Tn vecinatatile valorilor la limite y =0 si
y = este descris de formulele asimptotice (3.2.21), (3.2.25) si (3.2.26).

in incheiere vom demonstra ci comportarea asimptoticd (3.2.25) a frecventei
fundamentale a vibratiilor pentru y >>1 poate fi obfinutd si din rationamente simple
fizice. Pentru prima data acest procedeu a fost pe larg aplicat de Relay la rezolvarea
mai multor probleme despre vibratiile libere ale mediilor continui .

Mai intii, utilizind definitiile marimilor fara dimensiuni (3.2.9) vom scrie
dependenta (3.2.25) in marimi cu dimensiuni:

-
Q, - 2\/%. (3.2.28).

Mentionam ca in expresia lui Q, lipsesc caracteristicile de masa ale barei §i, ca urmare,

frecventa vibratiilor libere ale coardei este determinatd numai de tensiunea coardei si
masa incarcaturii.

Vom analiza in continuare problema vibratiilor libere mici ale sistemului mecanic
cu un singur grad de libertate si care reprezintd o masd punctiformd m, aplicatd la
mijlocul coardei de lungime | intinse cu forta T (Fig. 3.2.1).
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Fig. 3.2.1.

Vibratia masei m are loc in lungul axei y. VVom calcula frecventa Q, a vibratiilor.
La deplasarea masei m din pozitia de echilibru la distanta y de la axa orizon-tala

apare forta dirijatd in directie opusa deplasarii (vezi Fig. 3.2.1) si ca valoare egald cu
suma proiectiilor fortei de tensiune T pe axa y,

F=-2Tsina, (3.2.29)
unde « este unghiul de inclinare al coardei fatd de axa x la deplasarea masei m la

distanta y. La deplasari mici sina =tga §i, ca urmare, sina ~ ?, lar expresia (3.2.29)

pentru forta rezultantd capata forma:

F =—$y. (3.2.30)

Deci, miscarea masei m are loc in rezultatul actiunii fortei, potrivit legii lui Huk

F=-ky, k= % , 1ar in conformitate cu legea a doua a lui Newton obtinem:

d?y _ 4T
md7 =-T (3.2.31)

Ecuatia (3.2.31) descrie oscilatiile libere armonice ale masei m cu frecventa Q= /% ,

care coincide cu expresia (3.2.28).
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