4. Ecuatia Fokker-Planck

Ecuatia Fokker-Planck, impreunda cu ecuatia de baza, se
folosesc la cercetarea evolutiei functiei densitatii de probabilitate
p(x,f) pentru variabila continud x. Aplicatii recente includ diverse
sisteme stocastice, e.g. traficul rutier (traffic flow) [27], cand modelele
discrete pot fi descrise aproximativ de catre ecuatia Fokker-Planck
pentru valori mari ale variabilei stocastice intregi n. Ecuatia Fokker-
Planck deriva din ecuatia de baza (2.12)
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% = I{w(x,x',t) p(x',t) —w(x', x,0) p(x,t)}dx’, (4.1)
folosindu-se descompunerea Kramers-Moyal unde doar primii doi
termeni sunt pastrati. Spre deosebire de ecuatia (2.12), aici consideram
cazul mai general cand ratele sau frecventele de tranzitie sunt functii si

de timp. Vom nota f(y,x,t) = w(x+ y,Xx,t). Atunci ecuatia de baza
(4.1) se va scrie:

ap((;tc 1) _ = [{fox=y.0) pe=y.0) = f(y.x.0) p(x.0)ldy.

4.2)
Se presupune ca f(y,x— y,t) este o functie neteda in raport cu y.

Ideea de baza este de a  descompune  produsul
f(y,x—y,t) p(x—y,t) in seria Taylor in vecinitatea lui =0, care
si reprezintd descompunerea Kramers—Moyal:
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unde «,(x,t)= Jy"f(y,x,t)dy = J.(x' —x)"w(x', x,t)dx’

(4.4)
sunt momentele frecventelor de tranzitie w(x',x,¢). Mentinand doar
primii doi termeni in expresia (4.3), se obtine ecuatia Fokker-Planck:

opt) 0 e
or  ox [0!1 (X,t)P(X,t)]+ > A [0(2 (x,1) p(x,t)], (4.5)

Primul termen din (4.5) se numeste termen de translatie, iar cel de-al
doilea — de fluctuatie. Procesul de difuzie are loc datorita fluctuatiilor
stocastice.

Sa scriem ecuatia (3.4) pentru variabila continud x:

p(xt| X'+ Aty — p(x, 2| X', 1)
= jp(x”,t’ + At | x',t')[p(x,z‘ | x',t"+ At)— p(x,t | x",t'+ At)] dx"

(4.6)
si sd calculam limita Az — 0. Pentru aceeasi aproximatie pentru care
a fost obtinutd ecuatia (4.5), probabilitatea p(x,t|x",t") poate fi
descompusa in seria Taylor in vecindtatea lui x" = x' pastrandu-se
doar primii doi termeni. Se obtine ecuatia Fokker-Planck reversata,
adica pentru cazul cand se descrie evolutia probabilitatii p(x,z| x',t")
in raport cu momentul de timp initial ¢':

op(x,t|x',t") op(x,t|x',t"
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unde coeficientii o, (x",¢") si a,(x',¢") sunt momentele frecventei de
tranzitie (4.4).

Sa cercetam in continuare doar procesul de difuzie sau asa-
numitul proces Wiener. Prin urmare, «,(x)=0 si, considerind

difuzia constantd ¢, (x) = D, ecuatia (4.5) se va scrie:
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op(x,t) D 3’ p(x,1)
ot 2 ox’

a cdrei solutie Gaussiana este bine cunoscuta:

1 2
p(x,t) = m exp(— %) : (4.9)

Primele doua momente sunt valoarea medie <x> =0 si dispersia

, (4.8)

<x2> = Dt (vezi Anexa 1). Procesul stocastic, care corespunde unei
difuzii, este echivalent urmatoarelor ecuatii diferentiale stocastice Ito:
dx(t) =D dW(t) cu dW(t)=Z.dt (4.10)
sau, mai general, ecuatiei Langevin:
dx(t) =a,(x(t),t)dt + \/052 (x(2),t) dW(¢) . (4.11)
Termenul dW(t) =W (t+dt)—W(t) se numeste termenul Wiener

de perturbare, care posedd proprietatile <W(t)> =0 i
<dWUf>=dﬁ

32



